10. Contrastes basados en el estadístico Ji-Cuadrado 

10.2 Introducción 

Existen multitud de situaciones en el ámbito de la salud en el que las variables de interés, las cuales no pueden cuantificarse mediante cantidades numéricas, entre las que el investigador esté interesado en determinar posibles relaciones. Ejemplos de este tipo de variables pueden ser las complicaciones tras una intervención quirúrgica, el sexo, el nivel socio-cultural, etc. En este caso tendríamos, a lo sumo, las observaciones agrupadas en forma de frecuencia, dependiendo de las modalidades que presente cada paciente en cada una de las variables, por los que los métodos estudiados en los capítulos anteriores no serían aplicables. 
El objetivo de este tema es el estudio de este tipo de cuestiones en relación con las variables cualitativas (y también v.a. discretas o continuas agrupadas en intervalo). Estos son los contrastes asociados con el estadístico 
Sin embargo, aunque éste sea el aspecto más conocido, el uso del test [image: image1.png]


no se limita al estudio de variables cualitativas. Podríamos decir que existen tres aplicaciones básicas en el uso de este test, y cuyo desarrollo veremos en el transcurso de este capítulo: 
Tres son los temas que abordaremos de esta manera: 
[image: image2.png]


Test de ajuste de distribuciones: 

Es un contraste de significación para saber si los datos de una muestra son conformes a una ley de distribución teórica que sospechamos que es la correcta. 

[image: image3.png]


Test de homogeneidad de varias muestras cualitativas: 

Sirve para contrastar la igualdad de procedencia de un conjunto de muestras de tipo cualitativo. 

[image: image4.png]


Test para tablas de contingencia: 

Es un contraste para determinar la dependencia o independencia de caracteres cualitativos. 

10.4 El estadístico [image: image5.png]


y su distribución 

Sea X una v.a. cuyo rango son los valores [image: image6.png]


, de modo que pi es la probabilidad de cada valor; 
[image: image7.png]



Este tipo de v.a. puede corresponder a variables ya estudiadas como es el caso de la distribución Binomial 
[image: image8.png]



pero nosotros vamos a usarla para v.a. más generales. Supongamos que el resultado de un experimento aleatorio es una clase c1, c2, ..., ck(ci, [image: image9.png]


), que puede representar valores cualitativos, discretos o bien intervalos para variables continuas. Sea pi la probabilidad de que el resultado del experimento sea la clase ci. Vamos a considerar contrastes cuyo objetivo es comprobar si ciertos valores pi0, propuestos para las cantidades pi son correctas o no, en función de los resultados experimentales 
 [image: image10.png]


 

Mediante muestreo aleatorio simple, se toma una muestra de tamaño n y se obtienen a partir de ella unas frecuencias observadas de cada clase que representamos mediante [image: image11.png]0y



, [image: image12.png]0y



, ..., [image: image13.png]



	Clase
	Frec. Abs.

	ci
	[image: image14.png]




	c1
	[image: image15.png]0y





	c2
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	...
	...

	ck
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Supongamos que la hipótesis nula es cierta. Al ser pi=pi0 la proporción de elementos de la clase ci en la población, el número de individuos de que presentan esta modalidad al tomar una muestra de tamaño n, es una v.a. de distribución binomial, [image: image19.png]B(n )



. Por tanto la frecuencia esperada de individuos de esa clase es 
[image: image20.png]



[image: image21.png]



Obsérvese que a diferencia de las cantidades [image: image22.png]


, que son las frecuencias que realmente se obtienen en una muestra, las frecuencias esperadas no tienen por que ser números enteros. De cualquier modo, bajo la suposición de que H0 es cierta cabe esperar que las diferencias entre las cantidades [image: image23.png]


y [image: image24.png]


sea pequeña. 
Pearson propuso el estadístico 
[image: image25.png]



el cual, siguiendo la linea de razonamiento anterior debe tomar valores pequeños si H0 es cierta. Si al tomar una muestra, su valor es grande eso pone en evidencia que la hipótesis inicial es probablemente falsa. Para decidir cuando los valores de [image: image26.png]


son grandes es necesario conocer su ley de probabilidad. Se tiene entonces el siguiente resultado 

[image: image27.png]



Como sólo son los valores grandes de [image: image28.png]


los que nos llevan a rechazar H0, la región crítica es (véase la figura 10.1 
[image: image29.png]= (X —p_hi—ar )




   

	Figura: Región crítica (sombreada) para un contraste con el estadístico [image: image30.png]


.
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es decir, 
[image: image32.png]



10.4.0.1 Observación 

A pesar de que el contraste parece ser bilateral al ver la expresión de la relación (10.1), la forma de [image: image33.png]


, nos indica que el contraste es unilateral: Sólo podemos saber si existe desajuste entre los esperado y lo observado, pero no podemos contrastar hipótesis alternativas del tipo ``pi mayor que cierto valor''. 
10.4.0.2 Observación 

Obsérvese que en realidad [image: image34.png]


no es una variable aleatoria continua: Los posibles resultados de la muestra se resumen en las cantidades [image: image35.png]0y



, [image: image36.png]


, ..., [image: image37.png]


, que únicamente toman valores discretos. Luego las cantidades 
[image: image38.png]X2y (01,0, .., O)




sólo puede tomar un número finito de valores distintos (aunque sean cantidades con decimales). Por tanto su distribución no es continua. Luego al realizar la aproximación mencionada hay que precisar en qué condiciones el error cometido es pequeño. De modo aproximado podemos enunciar el siguiente criterio que recuerda al de la aproximación binomial por la distribución normal: 
1. 

n>30; 

2. 

[image: image39.png]


para todo [image: image40.png]


. 

Sin embargo esta regla resulta demasiado estricta a la hora de aplicarla en la práctica. Se utiliza entonces una regla más flexible y que no sacrifica demasiada precisión con respecto a la anterior: 
1. 

Para ninguna clase ocurre que [image: image41.png]-pi<1




2. 

[image: image42.png]


para casi todos los [image: image43.png]


, salvo a lo sumo un [image: image44.png]20%



de ellos. 

Si a pesar de todo, estas condiciones no son verificadas, es necesario agrupar las clases que tengan menos elementos con sus adyacentes. 
10.4.0.3 Observación 

El lector puede considerar los contrastes con el estadístico [image: image45.png]


como una generalización del contraste de proporciones. Para ello le invitamos a estudiar el siguiente ejemplo. 
10.4.0.4 Ejemplo 

Se desea saber si cierta enfermedad afecta del mismo modo a los hombres que a las mujeres. Para ello se considera una muestra de n=618 individuos que padecen la enfermedad, y se observa que 341 son hombres y el resto son mujeres. ¿Qué conclusiones se obtiene de ello? 
Solución: 
El contraste a realizar se puede plantear de dos formas que después veremos que son equivalentes: 
[image: image46.png]


Contraste de una proporción: 

Si p es el porcentaje de hombres en la población de enfermos, podemos considerar el contraste: 

[image: image47.png]



De la muestra obtenemos la siguiente estimación puntual del porcentaje de enfermos de sexo masculino: 

[image: image48.png]= 341/618 = 0,55178




Para ver si esto es un valor ``coherente'' con la hipótesis nula, calculemos la significatividad del contraste: 

[image: image49.png]PP _N(0,1).
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Por otro lado, 

[image: image50.png]



Como el contraste es de tipo bilateral, la significatividad del contraste es (buscando en la tabla de la distribución normal): 

[image: image51.png]P(|Z| > 2,574] =2 - P[Z > 2,574] =2 +0, 005 = 1% < 5%




Lo que nos indica que se ha de rechazar la hipótesis nula y aceptar la hipótesis alternativa, es decir, afirmamos que existe una evidencia significativa a favor de la hipótesis de que la enfermedad no afecta por igual a hombres y mujeres. 

[image: image52.png]


Contraste con el estadístico [image: image53.png]


: 

En este caso planteamos el contraste: 

[image: image54.png]



Para resolverlo escribimos en una tabla los frecuencias muestrales observadas de hombres y mujeres, junto a los valores esperados en el caso de que la hipótesis nula fuese cierta: 

	 
	frecuencias
	frecuencias
	 
	 

	 
	observadas
	esperadas
	diferencia
	 

	 
	[image: image55.png]



	[image: image56.png]



	[image: image57.png]



	[image: image58.png]




	Hombres
	341
	[image: image59.png]618 x 1/2 = 309




	9
	322/309

	Mujeres
	277
	[image: image60.png]618 x 1/2 = 309




	-9
	(-32)2/309

	 
	618
	618
	0
	6,63


Consideremos entonces el estadístico 

[image: image61.png]2 2
X20-1=X1




donde: 

· k=2es el numero de modalidades posibles que toma la variable sexo: hombres y mujeres; 

· p=0 es el número de parámetros estimados; 

· h=1 es el números de restricciones impuestas a los valores esperados. Sólo hay una (que es habitual), que consiste en que el número esperado de enfermos entre hombres y mujeres es 60. 

El estadístico calculado sobre la muestra ofrece el valor experimental: 

[image: image62.png]6,63




que es el percentil 99 de la distribución [image: image63.png]X1



. De nuevo se obtiene que la significatividad del contraste es del 1%<5%. 

En conclusión, con los dos métodos llegamos a que hay una fuerte evidencia en contra de que hay el mismo porcentaje de hobres y mujeres que padecen la enfermedad. La ventaja de la última forma de plantear el contraste (diferencia entre frecuencias observadas y esperadas) es que la técnica se puede aplicar a casos más generales que variables dicotómicas, como se verá más adelante. 
10.4.0.5 Observación 

Hay una fórmula alternativa para el cálculo de [image: image64.png]


cuya expresión es más fácil de utilizar cuando realizamos cálculos: 

[image: image65.png]Proposicién





Demostración 
[image: image66.png]




10.6 Contraste de bondad de ajuste para distribuciones 

Vamos a aplicar el contraste [image: image67.png]


para determinar a través de una muestra si una v.a. X sigue o no cierta distribución. Podemos encontrarnos entonces con dos casos: 
La ley de la v.a. X que deseamos contrastar está completamente determinada. 

La ley de la v.a. X no es totalmente conocida y es necesario estimar algunos de sus parámetros. 

   

	Figura: En los contrastes de distribuciones, se compara si las observaciones (histograma) se distribuye según una ley de probabilidad conocida.
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10.6.2 Distribuciones de parámetros conocidos 

Deseamos contrastar si la v.a. X sigue una ley de distribución 
[image: image69.png]



donde todos los pi están fijados (hipótesis H0). Entonces por lo mencionado anteriormente, el contraste consiste en: 
[image: image70.png]



En este contraste se comete cierto error de aproximación y por tanto será tanto mejor cuanto mayor sea n. 
10.6.2.1 Ejemplo 

Dadas dos parejas de genes Aa y Bb, la descendencia del cruce efectuado según las leyes de Mendel, debe estar compuesto del siguiente modo: 
Leyes de Mendel     [image: image71.png]


     
	 
	Frecuencias

	Fenotipo
	relativas

	AB
	9/16

	Ab
	3/16

	aB
	3/16

	ab
	1/16


Elegidos 300 individuos al azar de cierta población se observa la siguiente distribución de frecuencias: 
	 
	Frecuencias

	Fenotipo
	observadas

	AB
	165

	Ab
	47

	aB
	67

	ab
	21

	Total
	300


¿Se puede aceptar que se cumplen las leyes de Mendel sobre los individuos de dicha población? 
Solución: 
El contraste a realizar es: 
[image: image72.png]



Para ello vamos a representar en una sóla tabla las frecuencias observadas, junto con las que serían de esperar en el caso de que H0 fuese cierta: 
	Fenotipo
	[image: image73.png]



	[image: image74.png]



	[image: image75.png]O}/&





	AB
	165
	[image: image76.png]300 x 9/16 = 168,75




	161,33

	Ab
	47
	[image: image77.png]300 x 3/16 = 52,25




	42,27

	aB
	67
	[image: image78.png]300 x 3/16 = 52,25




	85,91

	ab
	21
	[image: image79.png]300 x 1/16 = 18,75




	23,52

	Total
	300
	300
	313,03


Bajo la hipótesis de que H0 sea cierta, se tiene que: 
[image: image80.png]Xy = 3 01/6 = moX doo




ya que 4 son los posibles fenotipos, no se ha estimado ningún parámetro (la distribución según las leyes de Mendel es conocida), y sobre las cantidades Ei existe solamente una restricción, que es: [image: image81.png]


. 
Por otro lado, 
[image: image82.png],{3,,:20?/&—n=313,03—m=13,03




que según la tabla de la distribución [image: image83.png]


es aproximadamente el percentil 99,5 de la distribución [image: image84.png]


. Por tanto la significatividad del contraste es del [image: image85.png]0,5% < 5%



, lo que nos conduce a rechazar la hipótesis de que la población de la que la muestra ha sido extraída sigue las leyes de Mendel. 
Al mismo resultado llegamos sin calcular con precisión la significatividad del contraste, sino considerando que el valor teórico máximo que admitimos para el estadístico experimental con un nivel de significación del 5% es el percentil 95 de [image: image86.png]


, es decir, 
[image: image87.png]oo = X20,05 = 7,815




y claramente ocurre que [image: image88.png]Xezp > Xieo



, por lo que se rechaza la hipótesis nula. 
Obsérvese también que el que se haya rechazado la hipótesis nula significa que hay diferencia estadísticamente significativa entre las frecuencias observadas y las esperadas, aunque a primera vista no lo hubiésemos percibido en el gráfico de la Figura 10.3. 
   

	Figura: Aunque aparentan ser aproximadamente iguales las frecuencias observadas y esperadas, existe diferencia estadísticamente significativa entre ellas.

	[image: image89.png]





10.6.4 Distribuciones con parámetros desconocidos 

Supongamos que la distribución de X que queremos contrastar no especifica ciertos valores de r parámetros 
[image: image90.png]



Estimemoslos a partir de la muestra, y consideremos las cantidades 
[image: image91.png]



Entonces el contraste consiste en 
[image: image92.png]



10.6.4.1 Contraste de una distribución binomial 

Queremos contrastar 
[image: image93.png]



Las cantidades pi son desconocidas, aunque tienen una forma en la que sólo dependen del único parámetro que debe ser estimado a partir de la muestra (r=1): Realizando esta estimación 
[image: image94.png]



tenemos todas las cantidades pi, 
[image: image95.png]



y la distribución del estadístico [image: image96.png]


es aproximadamente [image: image97.png]


. 
10.6.4.2 Contraste de una distribución normal 

Si queremos contrastar si una v.a. X se distribuye normalmente 
[image: image98.png]



podemos realizar el contraste correspondiente mediante la técnica del estadístico [image: image99.png]


tomando una muestra, estimando los parámetros mediante [image: image100.png]


y [image: image101.png]


, y agrupando las observaciones (continuas) en un número finito, k, de intervalos. No rechazaremos entonces la normalidad de X si las probabilidades esperadas de los intervalos no son muy diferentes de las obtenidas sobre la muestra, es decir, 
	 
	 
	 
	 
	 

	Intervalo
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	e1 - e2
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	e2 - e3
	[image: image115.png]



	[image: image116.png]ps=Ples <X < eg]




	[image: image117.png]& =n-ps




	[image: image118.png]




	 
	 
	 
	 
	 

	...
	...
	...
	...
	...

	 
	 
	 
	 
	 

	ek-1 - [image: image119.png]+00
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	[image: image121.png]pr=Plex1 < X]
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	n
	1
	n
	[image: image124.png]





Entonces 
[image: image125.png]



10.6.4.3 Ejemplo 

En un grupo de n=70 varones, se ha calculado su peso y se han observado las siguientes cantidades: 
	Peso
	M. clase
	Frecuencias

	55 - 60
	57,5
	5

	60 - 65
	62,5
	10

	65 - 70
	67,5
	15

	70 - 75
	72,5
	17

	75 - 80
	77,5
	12

	80 - 85
	82,5
	8

	85 - 95
	90
	3


¿Se ajustan estos datos a una distribución normal? 
Solución: 
Definimos la v.a. X como el peso de un individuo elegido al azar de la población de varones. El test a realizar se escribe entonces como: 
[image: image126.png]



En primer lugar, vamos a unir el último intervalo con el primero, para asegurarnos de que cada intervalo contenga por lo menos 5observaciones: 
	Peso
	M. clase
	Frecuencias

	55 - 60
	57,5
	5

	60 - 65
	62,5
	10

	65 - 70
	67,5
	15

	70 - 75
	72,5
	17

	75 - 80
	77,5
	12

	80 - 95
	87,5
	11

	 
	n=70


Posteriormente estimamos los parámetros desconocidos, suponiendo que realmente los datos provienen de una distribución normal. Para [image: image127.png]


, su estimador puntual máximo verosímil es [image: image128.png]


. Para [image: image129.png]


es [image: image130.png]


, pero también es posible utilizar [image: image131.png]


. Así: 
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La diferencia entre el histograma de frecuencias relativas y la función de densidad de la distribución [image: image133.png]N (357



está representada en la figura 10.4. 
   

	Figura: Histograma de frecuencias absolutas y función de densidad gaussiana (cambiada de escala) más próxima al mismo, en el sentido de que sus parámetros han sido calculados a partir del histograma.
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Posteriormente escribimos la tabla con los valores observados y los valores esperados de suponer cierta H0: 
	Peso
	[image: image135.png]



	[image: image136.png]
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	ai - bi
	ni
	[image: image138.png]n-Pla; < X < b




	 

	[image: image139.png]


- 60
	5
	5,761
	4,3395

	60 - 65
	10
	8,729
	11,456

	65 - 70
	15
	13,874
	16,2174

	70 - 75
	17
	15,687
	18,4229

	75 - 80
	12
	13,062
	11,0243

	80 - [image: image140.png]+00




	11
	12,887
	9,3893

	 
	n=70
	n=70
	70,849


donde 
[image: image141.png]X~N (i = 72,14,5





[image: image142.png]> Pl<a; <X <b]=PIX <b]-Pl<a;<X|=P[Z<





y [image: image143.png]Z~N(0,1)



. 
Bajo la hipótesis H0 se tiene que el estadístico [image: image144.png]


. Consideramos un nivel de significación [image: image145.png]


. Como 
[image: image146.png]




entonces [image: image147.png]Xezp < Xieo



, luego no se puede rechazar a la vista de los datos, el que estos provengan de una población normal.

10.8 Problemas 

Ejercicio 10..1. Ante la sospecha de que el hábito de fumar de una embarazada puede influir en el peso de su hijo al nacer, se tomaron dos muestras, una de fumadoras y otra de no fumadoras, y se clasificó a sus hijos en tres categorías en función de su peso en relación con los percentiles [image: image148.png]Pio



y [image: image149.png]


de la población. El resultado se expresa en la tabla siguiente: 
	 
	Peso del niño

	¿Madre fumadora?
	Menor de [image: image150.png]Pio




	Entre [image: image151.png]Pio



y [image: image152.png]



	Mayor de [image: image153.png]




	Si
	117
	529
	19

	No
	124
	1147
	117


¿Hay una evidencia significativa a favor de la sospecha a la vista de los resultados de la muestra? 
Ejercicio 10..2. Varios libros de Medicina Interna recomiendan al médico la palpación de la arteria radial con el fin de evaluar el estado de la pared arterial. Se tomaron 215 pacientes y se les clasificó según la palpabilidad de dicha arteria (grados 0, 1 y 2 para no palpable, palpable y muy palpable o dura, respectivamente) y según una puntuación de 0 a 4 en orden creciente de degeneración arterial (evaluada tras la muerte del paciente y su análisis anatomo-patológico). Los datos son los de la tabla siguiente: 
	 
	Palpabilidad

	Degeneración
	0
	1
	2

	0
	20
	5
	5

	1
	60
	20
	10

	2
	45
	15
	15

	3
	10
	5
	5


¿Existe relación entre el grado de palpabilidad y el análisis anatomopatológico? 
Ejercicio 10..3. Se realizó una encuesta a 2979 andaluces para evaluar su opinión acerca de la atención recibida en los Ambulatorios de la Seguridad Social, clasificándolos también en relación a sus estudios. Analizar los datos de la siguiente tabla: 
	 
	Opinión

	Nivel de estudios
	Buena
	Regular
	Mala

	Ninguno
	800
	144
	32

	Primarios
	905
	312
	67

	Bachiller
	287
	157
	44

	Medios
	95
	48
	11

	Superiores
	38
	32
	7


Ejercicio 10..4. Con el fin de conocer si un cierto tipo de bacterias se distribuyen al azar en un determinado cultivo o si, por el contrario, lo hacen con algún tipo de preferencia (el centro, los extremos, etc...), se divide un cultivo en 576 áreas iguales y se cuenta el número de bacterias en cada área. Los resultados son los siguientes: 
	no de bacterias
	0
	1
	2
	3
	4
	[image: image154.png]


5

	no de áreas
	229
	211
	93
	35
	7
	1


¿Obedecen los datos a una distribución de Poisson? 
Ejercicio 10..5. La siguiente tabla recoge la distribución de los triglicéridos en suero, expresados en mg/dl en 90 niños de 6 años: 
	Nivel de triglicéridos
	Frecuencias

	10 - 20
	5

	20 - 30
	11

	30 - 40
	15

	40 - 50
	24

	50 - 60
	18

	60 - 70
	12

	70 - 80
	4

	80 - 90
	1


Contrastar la hipótesis de que el nivel de triglicéridos en niños de 6 años sigue una distribución Normal. 
Ejercicio 10..6. La distribución en Andalucía del grupo sanguíneo es de un 35%, 10%, 6% y un 49% para los grupos A, B, AB y O respectivamente. En Málaga, se realizó el estudio en una muestra de 200 individuos obteniéndose una distribución del 50%, 30%, 18%, y 10% para los grupos A, B AB y O respectivamente. 
Se desea saber si la distribución del grupo sanguíneo en dicha provincia es igual que en Andalucía. 
Ejercicio 10..7. En un estudio diseñado para determinar la aceptación por una parte de los pacientes de un nuevo analgésico, 100 médicos seleccionaron cada uno de ellos una muestra de 25 pacientes para participar en el estudio. Cada paciente después de haber tomado el nuevo analgésico durante un periodo de tiempo determinado, fue interrogado para saber si prefería éste o el que había tomado anteriormente con regularidad, obteniendo los siguientes resultados: 
	no de pacientes que
	no de médicos que
	no total de pacientes

	prefieren el nuevo
	obtienen estos
	que prefieren el

	analgésico
	resultados
	nuevo analgésico

	0
	5
	0

	1
	6
	6

	2
	8
	16

	3
	10
	30

	4
	10
	40

	5
	15
	75

	6
	17
	102

	7
	10
	70

	8
	10
	80

	9
	9
	81

	10 o más
	0
	0

	Total
	100
	500


Queremos saber si estos datos se ajustan a una distribución binomial. 
Ejercicio 10..8. Disponemos de una muestra de 250 mujeres mayores de 18 años, cuyos pesos son los presentados en la tabla adjunta, y queremos saber si los datos de esta muestra provienen de una distribución Normal. 
	Pesos
	no de mujeres

	30 - 40
	16

	40 - 50
	18

	50 - 60
	22

	60 - 70
	51

	70 - 80
	62

	80 - 90
	55

	90 - 100
	22

	100 - 110
	4


Ejercicio 10..9. Deseamos conocer, si las distribuciones atendiendo al grupo sanguíneo, en tres muestras referidas atendiendo al tipo de tensión arterial, se distribuyen de igual manera. Para lo cual, se reunió una muestra de 1500 sujetos a los que se les determinó su grupo sanguíneo y se les tomó la tensión arterial, clasificándose ésta en baja, normal, y alta. Obteniéndose los siguientes resultados: 
	 
	Grupo sanguíneo

	Tensión arterial
	A
	B
	AB
	O
	Total

	Baja
	28
	9
	7
	31
	75

	Normal
	543
	211
	90
	476
	1.320

	Alta
	44
	22
	8
	31
	105

	Total
	615
	242
	105
	538
	1.500


Ejercicio 10..10. La recuperación producida por dos tratamientos distintos A y B se clasifican en tres categorías: muy buena, buena y mala. Se administra el tratamiento A a 30 pacientes y B a otros 30: De las 22 recuperaciones muy buenas, 10 corresponden al tratamiento A; de las 24 recuperaciones buenas , 14 corresponden al tratamiento A y de los 14 que tienen una mala recuperación corresponden al tratamiento A. ¿Son igualmente efectivos ambos tratamientos para la recuperación de los pacientes? 
